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I Approximation des fonctions régulières

1) Approximation locale de fonctions régulières
Théorème 1 (Taylor-Young). Soient n ∈ N et f dérivable n fois en a.
Alors :

∀x ∈ I, f(x) =
n∑
k=0

(x− a)k

k! f (k)(a) + o ((x− a)n)

Théorème 2 (Taylor-Lagrange). Soient n ∈ N et f de classe Cn de [a, b]
dans R, et dérivable n+ 1 fois sur ]a, b[. Alors :

∃ c ∈ I̊ , f(b) =
n∑
k=0

(b− a)k

k! f (k)(a) + (b− a)n+1

(n+ 1)! f (n+1)(c)

Théorème 3 (Taylor avec reste intégral). Soient n ∈ N et f de classe
Cn+1 de [a, b] dans R. Alors :

f(b) =
n∑
k=0

(b− a)k

k! f (k)(a) +
∫ b

a

(b− t)n

n! f (n+1)(t) dt

Théorème 4 (Bernstein). Soit a > 0 et f : ]− a, a[→ R une fonction de
classe C∞ telle que, pour tout entier k, f (2k) > 0 sur ] − a, a[. Alors f
admet un développement en série entière sur ]− a, a[.

2) Densité dans l’espace des fonctions continues
Théorème 5 (Weierstrass). L’ensemble des polynômes sur [a, b] est dense
dans (C0([a, b],R), ‖.‖∞).

Remarque 6. On a aussi le théorème de Stone-Weierstrass : L’en-
semble des polynômes trigonométriques sur [a, b] est dense dans
(C0([a, b],R), ‖.‖∞).

Application 7. Soit f ∈ C0([a, b],K) vérifiant
∫ b
a
tnf(t) dt = 0 pour tout

n ∈ N. Alors f = 0 sur [a, b].

Remarque 8. Ce résultat n’est plus vrai si l’intervalle n’est pas borné.
Si f : R → R est limite uniforme de polynômes alors f est un polynôme.

II Approximation des fonctions intégrables

1) Convolution, densité et régularisation

Définition 9. On appelle convolution de f et g la fonction f ∗ g définie
par f ∗ g(x) =

∫
Rd f(y)g(x− y) dy lorsque celle-ci est bien définie.

Proposition 10. (i) f ∈ L1, g ∈ Lp ⇒ ‖f ∗ g‖p 6 ‖f‖1 ‖g‖p.

(ii) f ∈ Lp, g ∈ Lq ⇒ ‖f ∗ g‖∞ 6 ‖f‖p ‖g‖q.

Proposition 11. (L1,+, ∗) est une algèbre de Banach.

Définition 12. Une suite (ρn)n∈N de fonctions positives de L1 d’inté-
grale 1 sur Rd est une approximation de l’unité si elles sont d’intégrale 1
sur Rd, et si, pour tout ε > 0, limn→∞

∫
{|x|>ε}] ρn = 0. Si les ρn sont C∞

à support compact, on parle de suite régularisante.

Théorème 13. Soient f ∈ Lp(Rd) et (ρn)n une approximation de l’iden-
tité (p ∈ [1,+∞[), alors lim

n→+∞
(ρn ∗ f) = f dans Lp(Rd).

Théorème 14. Pour tout p ∈ [1,+∞[, C∞c (Rd) est dense dans Lp(Rd).

2) Cas particulier de L2

Soit I un intervalle de R.

Définition 15. Soit ρ : I → R une fonction mesurable et strictement
positive, vérifiant ∀n ∈ N,

∫
I
|x|nρ(x) dx < +∞. On dit alors que ρ est

une fonction poids.

Définition 16. On définit L2(I, ρ) comme l’ensemble des fonctions
f : I → C mesurables vérifiant

∫
I
|f(x)|2ρ(x) dx < +∞.

Proposition 17. L2(I, ρ) est un espace de Hilbert pour le produit scalaire
〈f, g〉ρ =

∫
X
f(x)g(x)ρ(x) dx.

Théorème 18. Soient I un intervalle de R et ρ une fonction poids. S’il
existe a > 0 tel que

∫
I
ea|x|ρ(x)dx <∞, alors les polynômes orthogonaux

associés à ρ forment une base hilbertienne de L2(I, ρ).
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III Interpolation polynômiale

1) Interpolation de Lagrange
Soit f : [a, b] → R une fonction continue. On se donne (xi)06i6n des
points deux à deux distincts de [a, b].

Théorème 19. Il existe un unique polynôme Pn ∈ Rn[X] tel que
Pn(xi) = f(xi) pour tout i ∈ J0, nK. Pn est appelé polynôme interpola-
teur de Lagrange associé à f et à (xi)06i6n. On a :

Pn(X) =
n∑
i=0

f(xi)`i(X) où `i(X) =
∏
i 6=j

X − xj
xi − xj

Théorème 20. Supposons que f est (n + 1) fois dérivable. Alors, pour
tout x ∈ [a, b], il existe ζx ∈ [a, b] tel que :

f(x)− Pn(x) = 1
(n+ 1)!Πn+1(x)f (n+1)(ζx) où Πn+1(x) =

n∏
j=0

X − xj

On a ainsi : ‖f − Pn‖∞ 6 ‖Πn+1‖∞
(n+1)!

∥∥f (n+1)
∥∥
∞.

Exemple 21. La précision des polynômes interpolateurs provient alors
du contrôle de ‖Πn+1‖∞, c’est-à-dire de la répartition des points. Dans le
cas de points équidistants, on a :

|f−Pn| 6
hn+1

n+ 1 max
06i6n

∣∣∣f (n+1)(xi)
∣∣∣ et ‖Πn+1‖∞ = O

((
b− a
e

)n+1
)

Application 22 (Phénomène de Runge). Soit f : x 7→ 1
1+x2 sur [−1, 1].

C’est une fonction de classe C∞ mais dont les dérivées augmentent rapi-
dement en norme infinie vers 0. Pour des points équidistants, on a :

‖Πn+1‖∞
(n+ 1)!

∥∥∥f (n+1)
∥∥∥
∞

6−−−−→
n→∞

0

On observe alors que les polynômes d’interpolation ne converge pas uni-
formément vers f .

Définition 23. On définit par récurrence la suite (Tn)n∈N de polynômes
par T0 = 1, T1 = X et Tn+1 = 2XTn − Tn−1. On vérifie alors que
Tn(cos(θ)) = cos(nθ) pour tout θ ∈ R.

Proposition 24. Les racines de Tn+1 sont les
(
cos
( 2k+1

2n π
))

06k6n et
sont appelés points d’interpolation de Tchebychev.
Exemple 25. Avec les points d’interpolation de Tchebychev, on a :

‖Πn+1‖∞ = O
((

b− a
4

)n+1
)

On obtient alors que les polynômes d’interpolation de Tchebychev sont
plus précis que ceux associés à des points équidistants.
Application 26. Le phénomène de Runge n’est plus observé avec les
polynômes d’interpolation de Tchebychev.

2) Application aux méthodes de quadrature
Soit f : [a, b] → R une fonction continue. On cherche des formules pour
approcher I(f) =

∫ b
a
f(x)dx. Fixons a = x0 < x1 < · · · < xn = b une

subdivision de [a, b]. On pose hi = xi+1 − xi.
Définition 27. Une méthode de quadrature consiste, pour 0 6 i < n à
approcher Ii =

∫ xi+1
xi

f(x)dx par Ai(f) défini par :

Ai(f) = hi

ni∑
j=0

ωi,jf(ζi,j) où ζi,j ∈ [αi, αi+1] et
ni∑
i=0

ωi,j = 1

On note alors E(f) = I(f)−
∑n−1
i=0 Ai(f) l’erreur de la méthode.

Définition 28. Une méthode de quadrature est d’ordre N si E(f) = 0
pour tout f ∈ RN [X] et s’il existe f ∈ RN+1[X] telle qu’elle soit inexacte.
Application 29. En fixant (ζj)06j6n associé à une subdivision de
[xi, xi+1], on peut prendre pour fonction de poids ωj = 1

hi

∫
[xi,xi+1] `j,

où `j =
∏
k 6=j

X−ζk

ζj−ζk
. Ce sont les méthodes par interpolation de Lagrange.

(i) Méthode des rectangles : I(f) ∼
∑n−1
i=0 hif(zi) où zi = xi ou xi+1.

Méthode d’ordre 0.
(ii) Méthode des points milieux : I(f) ∼

∑n−1
i=0 hif(zi) où zi = xi+xi+1

2 .
Méthode d’ordre 1 et E(f) 6 1

3 ‖f
′′‖∞ si f est C2.

(iii) Méthode des trapèzes : I(f) ∼
∑n−1
i=0 hi

f(xi)+f(xi+1)
2 . Méthode

d’ordre 1 et E(f) 6 2
3 ‖f

′′‖∞ si f est C2.

(iv) Méthode de Simpson : I(f) ∼
∑n−1
i=0 hi

f(xi+1)+4f( xi)+xi+1
2 )+f(xi)

6 .
Méthode d’ordre 3 et E(f) = O

(∥∥f (4)
∥∥
∞

)
si f est C4.
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IV Approximation de fonctions périodiques
On pose T = R/2πZ, et on considère des fonction 2π-périodiques que l’on
identifie à des fonctions f : T→ C.

1) Définition des séries de Fourier
Définition 30. On pose CM(T) l’espace vectoriel des fonctions f : T→
R continues par morceaux, et C(T) le sous-espace vectoriel formé des
fonctions continues. On considère Lp(T) comme identifié avec Lp([0, 2π]).

Définition 31. Les coefficients exponentiels de Fourier de f ∈ L1(T)
sont :

cn(f) = 1
2π

∫ 2π

0
f(t)e−int dt (n ∈ Z)

Les coefficients trigonométriques de Fourier de f ∈ L1(T) sont :

an(f) = 1
π

∫ π

0
f(t) cos(nt) dt , bn(f) = 1

π

∫ π

0
f(t) sin(nt) dt (n ∈ N)

Définition 32. Soit f ∈ L1(T). On appelle série de Fourier de f la série :

S(f) =
∞∑

n=−∞
cn(f)eint = a0(f)

2 +
∞∑
n=1

(an(f) cos(nt) + bn(f) sin(nt))

Pour N ∈ N, on appelle somme de Fourier d’ordre N :

SN (f) =
N∑

n=−N
cn(f)eint = a0(f)

2 +
N∑
n=1

(an(f) cos(nt) + bn(f) sin(nt))

Proposition 33. Soient f ∈ L1(T), a ∈ R et k, n ∈ Z. Alors :
(i) cn(f̌) = c−n(f) (où f̌(x) = f(−x))
(ii) cn(f) = c−n(f)
(iii) cn(τaf) = e−inacn(f) (où (τaf)(x) = f(x− a))
(iv) cn(ekf) = cn−k(f)en (où ek(t) = tikt)

Proposition 34. Soit f ∈ C(T) de classe C1 par morceaux. Alors
f ′ ∈ CM(T) et, pour tout n ∈ Z, on a cn(f ′) = in cn(f).

Théorème 35 (Riemann-Lebesgue). Soit f ∈ L1(T). Alors cn(f) tend
vers 0 lorsque n tend vers ±∞.

2) Convergence de Fejér
Théorème 36 (Fejér). Pour f ∈ C(T), la moyenne de Cesàro des
sommes partielles de la série de Fourier de f converge uniformément
vers f sur T.

Corollaire 37. Tout élément de C(T) est limite uniforme d’une suite de
polynômes trigonométriques.

Corollaire 38. Soit f ∈ C(T). Si (cn(f))n∈Z = 0, alors f = 0.

3) Convergence dans L2

Proposition 39. Pour f ∈ L2(T), la somme SN (f) est la projection
orthogonale de f sur l’ensemble des polynômes trigonométriques de degré
inférieur ou égal à N .

Théorème 40 (Bessel). Pour f ∈ L2(T) et N ∈ N, on a :

‖cn(f)‖22 =
N∑

n=−N
|cn(f)|2 6

1
2π

∫ 2π

0
|f(t)|2 dt = ‖f‖22

Théorème 41 (Parseval). Pour f ∈ L2(T),
∑∞
n=−∞ |cn(f)|2 = ‖f‖2.

Corollaire 42. Pour f ∈ L2(T), SN (f) converge vers f dans L2(T).

Développements
— Théorème de Weierstrass (5) [Gou08]
— Densité des polynômes orthogonaux (18) [BMP05]
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